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Que faire avec un tableur formel
au collége et au lycée ?

Christophe Devalland

Le support TICE pour cet atelier est le tableur de OpenOffice.org muni de I’extension
libre et gratuite CmathOOoCAS (cf. http://cdeval.free.fr/). Pour approfondir les
points abordés ce jour la, consulter le document remis aux collegues pendant I’atelier
et disponible sur le site de I’APMEP. Vous y trouverez notamment plusieurs
problémes mathématiques se prétant a une résolution via un tableur formel.

L’atelier s’est décomposé en trois temps :

Présentation des avantages d’un tableur formel :

— Les calculs se font dans C et non plus dans D, ce qui, en plus de donner des
valeurs exactes, permet de ne plus cumuler les erreurs d’arrondis dans le cas
de calculs enchainés (ce qui est fréquent lorsque le contenu d’une cellule sert
de base de calcul pour la cellule suivante, dans le cas du calcul des termes
d’une suite récurrente par exemple).

— Les cellules peuvent contenir des expressions algébriques et le tableur sait
les manipuler. Par exemple, on pourra calculer dans une cellule la fonction
dérivée d’une fonction contenue dans une autre cellule. Cette fonctionnalité,
inexistante dans un tableur numérique classique, permet souvent d’aller
jusqu’a une validation de la conjecture qu’on aura dégagée avec le tableur.

— Avec CmathOOo0CAS, il est possible, via un éditeur de fonctions, de créer
ses propres fonctions et de les utiliser dans le tableur. Elles fonctionnent
également en mode formel. Il est facile, par exemple, de créer une fonction
qui renvoie le nombre dérivé de f en a par l'instruction return(limite((f(x)-
f(a))/(x-a),x,a). On construit ensuite une feuille de calcul faisant apparaitre
quelques nombres dérivés des fonctions usuelles a I’aide d’une seule formule.
Pratique pour conjecturer les expressions des fonctions dérivées usuelles.
Remarque : toute fonction respectant la syntaxe XCAS, Maple, TI89, Mupad
ou « algorithmique » est acceptée. La porte est ouverte pour la résolution de
problémes a I’aide d’algorithmes !

Présentation de 1’atelier :
les collegues sont invités a travailler sur des activités réparties sur trois
niveaux, selon leurs besoins ou envies :

— des énoncés tres guidés, pas a pas, pour apprivoiser les fonctionnalités du
tableur+CmathOOoCAS.

(*) christophe.Devalland@ac-rouen.fr
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— des activités prétes a I'utilisation avec les éleves.

— des problemes mathématiques qu’il serait intéressant de résoudre avec un
tableur formel, mais dont I’activité reste a rédiger.

Dans les trois cas, I'idée de départ est la méme : partir d’un probleme
mathématique qui sera exploré, voire résolu, avec I’outil informatique. C’est
I’assurance, de mon point de vue, de ne pas construire une activité artificielle,
trop dépendante d’un logiciel. C’est ’outil qui doit se mettre au service des
mathématiques et non ’inverse.

* Les fiches de travail contenant les activités et qui ont servi de support aux
collegues pour juger par eux-méme de 1’intérét d’un tableur formel.

I. Présentation de CmathOOoCAS

CmathOOo0CAS est une extension libre et gratuite écrite en C++ pour le module
Calc de OpenOffice.org (noté ensuite OOoCalc). Elle s’appuie sur la librairie de
calcul formel GIAC de XCAS (CAS est I'acronyme de « Computer Algebra
System », que I’on peut traduire par « systeéme de calcul formel ». La définition qu’en
donne Wikipédia est : « Un systéme de calcul formel est un logiciel qui facilite le
calcul symbolique. La partie principale de ce systtme est la manipulation des
expressions mathématiques sous leur forme symbolique. »).

Le but de CmathOOo0CAS est donc d’étendre les capacités de OOoCalc afin de
rendre le tableur plus ouvert aux objets mathématiques que nous voulons manipuler.

En effet, les fonctions mathématiques incluses dans OOoCalc ne savent travailler
que sur des nombres décimaux et, comme pour les calculatrices courantes, les limites
du logiciel sont vite atteintes. Impossible par exemple de travailler sur le nombre réel

V2 ou sur une expression polynomiale telle que x> — x + 1. Alors qu’aujourd’hui,
certaines calculatrices utilisées au college sont capables de calculer avec des
radicaux, il est frustrant que le tableur hébergé par un ordinateur n’en soit pas
capable ! Ainsi est venue 1’idée d’intégrer un moteur de calcul formel dans le tableur
d’OpenOffice.org. Ce projet n’aurait d’ailleurs certainement pas été possible avec un
autre tableur. Il fallait une architecture ouverte et documentée pour venir y greffer
mon programme. OpenOffice.org présentait les qualités requises.

J’en profite ici pour remercier vivement ceux qui m’ont aidé dans 1’élaboration de
mon programme et sans qui CmathOOoCAS n’existerait pas :

e Serge Moutou, auteur d’une remarquable documentation sur la
programmation d’une extension en C++ pour OpenOffice.org. Il m’a permis
de croire que ce projet était réalisable.

e Bernard Parisse, auteur de la librairie GIAC, moteur de XCAS et maintenant
de CmathOOo0CAS. Sa disponibilité et sa gentillesse ont aidé grandement a la
réalisation de mon projet.

* Les développeurs de chez Sun qui m’ont ponctuellement apporté des
précisions techniques indispensables.
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Voyons maintenant les possibilités de CmathOOoCAS. Les apports peuvent se
résumer en quatre parties.

1. OOoCalc travaille maintenant dans C

Un des avantages du tableur est de pouvoir enchainer les calculs, chaque résultat
contenu dans une cellule servant de base au calcul de la cellule suivante. La précision
du calcul est en général suffisante pour nos besoins et pour éviter des résultats trop
faux a cause des erreurs d’arrondis. Cependant, on ne peut pas étre certain que ce qui
est observé, par exemple en étudiant une suite, n’est pas faussé par les limitations en
calcul numérique du logiciel. Certaines suites convergentes semblent diverger
parfois a cause d’accumulations d’erreurs d’arrondis. Pouvoir travailler avec des
valeurs exactes, quitte a évaluer le résultat si besoin, est plutdt rassurant.

Prenons comme exemple la suite qui approche V2 par la méthode de Héron : u,

p _y Jr S 1 1
étant fixé, on définit cette suite récurrente par u,,, = 5 u, +— |. Le calcul des
u

n

premiers termes dans le tableur-formel nous donne une suite de rationnels

convergeant vers l’irrationnel V2. Les calculs seront exacts, il n’y a aura aucun
risque d’erreurs d’arrondis. Cependant, il est plus parlant d’observer la convergence
de cette suite a partir des valeurs approchées. Utilisons donc la fonction
« evaluer(nombre;nb_décimales) » permettant d’obtenir une valeur approchée avec
autant de décimales que 1’on souhaite. Ici avec 40 décimales :

£ [anal [¥][ic [+] & 44 % % %% &[]

w5 |B3 v| fwu X = [=CQUOTIENT(CSOMME(B2:CQUOTIENT(2:82)):2)

I R .

A B G [

T n u_n valeur approchée de U_n
2m 0 1| 1.0000000000000000000000000000000000000000
= BEI) 372 1.5000000000000000000000000000000000000000
a | 2 TIAZE 141 666665
5 | 3 5771408 1.4142156862745098039215686274509503921560
6 | ¢ 665857/470832 1.4142135623746599106262955788901349101166
7 1 5 886731088897/627013566048 1.4142135623730950488016896235026302436150
8 | 6 | 1572584048032018633353217/1111984844340868137938112 14142135623730050488016887242096980785695
o | 7 477/3497379255757941172020851852070562019437064212608 1.4142135623730050485016887242096980785697
10 | 8 +1988342648187104766246565604525469768325202176831232 1 4142135623730050488016887242006980785607

Lllustration 1: la possibilité d’explorer facilement un grand nombre de décimales de cette
suite permet d’étudier des propriétés inaccessibles au tableur classique (la présence
éventuelle d’une période dans le développement décimal, la rapidité de convergence,
etc...).

Remarque : la formule servant a calculer les termes de cette suite peut paraitre
compliquée (méme si je lui trouve un intérét pédagogique). Nous verrons plus loin qu’il
est possible de la simplifier énormément en utilisant [’éditeur de fonctions.

2. O0oCalc sait manipuler des expressions mathématiques

En plus des calculs numériques, le tableur peut aussi effectuer des calculs
formels. Toutes les fonctions disponibles dans Xcas sont utilisables dans OOoCalc.
Pour mémoire, elles sont accessibles, regroupées par thémes, dans le menu
CmathOOo0CAS.
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Voyons a titre d’exemple une utilisation des fonctions « dériver » et « substituer »
pour rechercher une solution de I’équation f(x) = 0 par la méthode de Newton. On est
)
(%)
du point d’intersection entre la tangente a C en x, et Iaxe des abscisses. Il est facile

de construire une feuille de calcul ou il suffira d’entrer f et x, pour que la suite
apparaisse :

amené, par cette méthode, a calculer X,,; =X, — , ce nombre étant 1’abscisse

=) ode de Nexton =0 fhieerorg cart

Eichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données CmathOOoCAS 2ané&
= » »

B-BERla HEeae 9% &£ 03 - 5 &

[«Jio [-]JA4A

[+] fo E = [=CSOUSTRACTION(E3;CQUOTIENT(SUBS
A B | D | [al
fonetion : x*2-2 |
;':"+'| 2 n x_n dérivée : 2*x |
Lo 3 0 ] |
= [ [ el |
- 5 2 TT 2 |z
|+] [ 3 577408 |
= 7 4 6658577470832 |
(=] 8 o 886731088897/627013566048 |
= ] 6 43353217111119684844349868137938112 L
1%] 10 i 472020851852070562919437964212608
=] i 8 L46565694525469768325292176831232
o 32 9 421081948254768847591544963982848
] 13 10 £38351392267283960361495336307712
e 14 11 660752440492220322084152312567808
B 15 12 008066343635609932346552357957632
16 13 415009984610013045675572166811648
<@ Eers 14 9151503117628605063682558826381312
. 18 15 961782774127824743767401396011008
L 19 16 27017953582696838683963913683006303 =
LR | S Contia’y, Feuille1 /Fenilles /Fa | ¢ I | ) 3 |
|/  meLTE ¢&-8 -& -0 -8-3- = 7
Feuille2/4 Standard stD [* Somme=0 (@ ——&—— @ |100%

Hlustration 2 :

La cellule D2 contient la formule : =DERIVER(D1)

et la cellule B4 contient la formule :
=CSOUSTRACTION(B3;CQUOTIENT(SUBSTITUER(D$1;"x
":B3);SUBSTITUER(D$2;"x";B3)))

qui est ensuite recopiée vers le bas.

La aussi, lutilisation de ['éditeur de fonctions présenté au
paragraphe suivant permet de simplifier énormément la formule
en B4.

La aussi, voir toutes ces fractions n’est pas tres parlant. Méme s’il est satisfaisant
pour I’esprit d’obtenir une suite de valeurs exactes, il sera plus utile de demander des
valeurs approchées. Toutefois, cela permet de remarquer que cette suite est la méme
que celle obtenue avec la méthode de Héron. D’ailleurs, le calcul de x ,, en fonction
de x, permet de le justifier rapidement.

Pour aller plus loin, on pourra construire un algorithme qui calculera par

dichotomie des valeurs approchées de V2 et vérifier que c’est la méthode de Newton
qui converge le plus vite...

APMEP
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3. Un éditeur de fonctions permet d’étendre a I’infini les capacités du tableur...

Une boite de dialogue contenant un éditeur de fonctions ainsi qu’une ligne de
commandes de calculs formels est accessible via le menu CmathOOoCAS ou grace
a ’icone de la barre de menu CmathOOoCAS. La ligne de commande est

disponible dans la partie droite de cette boite pour y taper des instructions comme
dans Xcas et la partie gauche est composée d’un éditeur permettant de créer ses
propres fonctions. Plusieurs langages de programmation sont utilisables dans
CmathOOoCAS : Xcas, Maple, TI89, Mupad et « algorithmique » (proche du
langage naturel).

Une fois définie et compilée sans erreur, la fonction devient disponible dans le
tableur comme n’importe quelle autre fonction.

Reprenons la suite de Héron. Il est possible de définir une fonction

f(x)= %(x + l), puis de la compiler :
x

Commandes CAS

—Editeur de fonctions —Entrées et sorties du CAS

Les fonctions définies ici seront disponibles dans le Ligne de commande :

tableur une fois quelles auront été compilées avec succas, | | - touche entrée pour valider

I| est possible £galement de les tester & partir de |a ligne - fleches haut et bas pour rappeler une commande
de commande ci-contre. - "?cammande" pour afficher 'aide d'une commande

Rappeler une fonction déja I
définie dans ce docurment :{pnurvmr 13 liste --> | u]

I du CAS :

Utiliser un modele de fonction :[pour voir la liste --> Ajout de la fonction dans le tableur T~

s -> La fonction est disponible pour le tableur
Créer une nouvelle fonction :

£x) 1=1/2% (n42/x) |~ Compilation
-» // Parsing f
// Success compiling £

(%) =>1/2% (x+2/X)

Prenons un autre exemple : je souhaite dans mon cours faire le lien entre les
notions de nombre dérivé et de fonction dérivée. Je vais créer une nouvelle fonction
nommée « nbderive » qui me renverra la limite du taux d’accroissement en a. Avec
la syntaxe Xcas, cela donne :
nbderive(mafonction,x,a):={

local f:=x->mafonction;

return(limite((f(x)-f(a))/(x-a),x,a));

On peut la tester avec la ligne de commande. Voila ce que 1’on obtient :
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Commandes
—Editeur de fonctions —Entrées et sorties du CAS
Les fonctions définies ici seront disponibles dans le Ligne de commande :
tableur une fois qu'elles auront &té compllees avec succés. = to‘uche entrée pour valider
Il est possible également de les tester & partir de |a ligne - fléches haut et bas pour TEPPE‘_EV une commande
de commande ci-contre. - "?cammande" pour afficher 'aide d'une commande

Rappeler une fonction déja [I

définie dans ce document :|pour voir la liste --> |—| 1 duCAG -
Utiliser un modéle de fonction :|s plusieurs variables) ILI nbderive (x°2,%,5/3)

. : > 10/3
Créer une nouvelle fonction :

[>

nbderive (mafonction, x,al :={ [~ nhderive (¥*2,%,5/2)
local f:=x->mafonction; —» 5
return(limite((£(x)-£(a))/ (x-a),x,a));
} nbderive (x"Z,x,3)
-> E

Ajout de la fonction dans le tableur
-> La fonction est disponible pour le tableur

Compilation

-» // Warning: mafonction, declared as global
// Parsing nbderive
// Success compiling nbderive

imafonction, x,a)->
{ local f:= (x)->mafonction;
return(limite((£(x)-£(a))/ (x-a),x,a});
1

CmathOCoCAS version 2010.04.Z8
-> 1458 aides disponibles

[«]

< I || | [ [ I B

I compiler la fonction | ‘ Aide & |a programmation | I Commandes disponibles J | J'ai terminé

et son utilisation dans le tableur en tant que nouvelle fonction :

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données CmathOOoCAS Fenétre Aide =2
n@Eee s ro0- ﬁe‘a- -;--,;-.&IE&:;:;
[([0 [-] & 44 & % 8% ]
Tj@ |~] fo = = [=NBDERIVE(3A7:"x":B%2)
- r—*——'“—g [ F ] a | H | T e
! b 4] d
1 1l L ‘gne SEREE Il =L 1 Il L -
I3 X: -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
2 fonctions & 2 e e . + = e
< k 0 | 0 0 0 0 0 1] | 0 | 0 s
4 I N N O O 1 1 N O
El I g 2 I T i T L
E 6 i 48 [ 271 | 12 3 | 0 3 12 | 7 48
B - B 1 infinty | -1 | -14 18| -1M6
8 A infinity 12 | sqri(2)i4 | sqri(3)i6 14
9 Csingd) | sing3) | sin(2) | sin{) 0 -(sin(1)) | -(sin2)) | -(sin(3)) | -(sin(4))
E 10 ~ cos{4) cos(3) cos(2) cos(1) 1 | cos(1) | cos(@ cos(3) cos(4)
11 1. . o o infinity | 1 | 12 143 14 |
12 | expt-4) | expi-3) | expt-2) | expt1) | 1 | exp(l) | exp(2) | exp(3) | exp(4) | | |
13 T T 1 =
% (] (][ )] 7 CAS FuRctions ), Feuille1 fFeuilez 4| ¢ n | I |
Y S EMeVTD & -O-e-FB-m-k- U AN @y
.\ Feuille 375 | standard [ [so [[[ | Somme=0 \e ——&——— @ |100%

Hllustration 3 : du fait que les résultats renvoyés par la fonction sont exacts, il est
possible de définir et conjecturer les fonctions dérivées des fonctions usuelles. Pour
autant, l'usage de ’outil informatique n’empéche pas de réfléchir : on pourra, par
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exemple, demander d’expliquer ’apparition d’un signe moins sur la ligne de cos x et
la présence des « infinity » dans la colonne du 0. Avec un tableur numérique, il ne
serait pas raisonnable de faire retrouver les expressions de toutes ces fonctions
dérivées a partir des valeurs approchées.

Nous aurons 1’occasion, dans la partie II, de poursuivre le travail avec cette
fonction.

4. OooCalc permet de travailler sur des algorithmes.

La présence de plusieurs syntaxes, dont « algorithmique » et « TI », permet de
s’initier sans trop d’efforts et de faire tourner ses algorithmes dans I’environnement
familier du tableur. On bénéficiera, en plus, de I’avantage du calcul formel et des
valeurs exactes. Quoi de plus énervant en effet de tester son algorithme de détection
d’un triangle rectangle et de voir qu’il ne sert a rien puisqu’en lui donnant les

longueurs 1, V2 et +/3 il s’obstinera 2 répondre : « le triangle n’est pas rectangle »
(sauf a tricher sur les arrondis et a introduire de faux-positifs !).

I1. Quelques exemples d’utilisation

Les activités proposées au paragraphe suivant sont réparties sur trois niveaux,
selon les besoins ou les envies du lecteur :

1. des énoncés tres guidés, pas a pas, pour découvrir les fonctionnalités de
CmathOOoCAS.

2. des activités telles que je les donne a mes éleves.

3. des problemes mathématiques qu’il serait intéressant de résoudre avec un tableur
formel, dont I’activité reste a rédiger.

Dans les trois cas, I'idée de départ est la méme : partir d’un probleme
mathématique qui sera exploré, voire résolu, avec I'outil informatique. C’est
I’assurance, de mon point de vue, de ne pas construire une activité artificielle, trop
dépendante d’un logiciel. C’est I’outil qui doit se mettre au service des
mathématiques et non I’inverse.

En gardant cette idée de base en téte, on évite de tomber dans le piege d’un
énoncé contenant des tas de consignes techniques telles que : « inscrire la formule x
dans la cellule y » ou « aller dans le menu x chercher I’instruction y ». Le probleme
mathématique posé doit amener 1’éleve a faire preuve d’autonomie afin de choisir la
bonne commande de 1’outil adéquat. A cet égard, on pourra prendre exemple sur les
énoncés proposés pour I’expérimentation de 1’épreuve pratique de Terminale S. Les
textes n’évoquent pratiquement jamais 1’aspect technique d’un outil particulier et
toutes les questions sont d’ordre mathématique. D’ailleurs, le choix de tel ou tel
logiciel n’est pratiquement jamais évoqué dans ces énonc€s ; choisir un outil (tableur,
logiciel de géométrie dynamique, grapheur, ...) est souvent la premiére question
implicite de ces sujets. Une fois le logiciel choisi, sélectionner la bonne commande
fait aussi partie de 1’exercice et demande de 1’autonomie. Je pense que, sauf cas
particuliers, il n’est pas judicieux d’orienter les éleves sur ce point. Je suis toujours

e
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agréablement surpris de voir a quel point on met en évidence des lacunes des éleves
concernant la nature des objets mathématiques a manipuler pendant une activité.
Avec Geoplan par exemple. qui est 2 mon avis inégalable pour obliger les éleves a
comprendre ce qu’ils sont en train de construire, tel éleve ne comprend pas qu’il ne
voie pas apparaitre dans son repere la variable numérique qu’il vient de créer, tel
autre hésite devant les menus « créer un point libre dans le plan » et « créer un point
repéré ». Sans avoir bien réfléchi a ce que 1’on veut construire et aux objets que I’on
doit manipuler, le logiciel ne sera pas d’un grand secours. Ainsi, contrairement a ce
que ’on pourrait penser au premier abord, moins 1’énoncé comporte de consigne
technique et plus le questionnement des éleves et les réponses du professeurs pendant
la séance seront de nature mathématique (« quelle différence faites-vous entre une
variable numérique et les objets affichés dans ce repere » ? « I’énoncé donne-t-il un
renseignement sur le point M ? est-il fixé ou quelconque ? »).

Pour ma part, j'ai essayé également de susciter cette réflexion dans
CmathOOo0CAS en organisant les fonctions disponibles en catégories (« fonctions
usuelles », « numérique », « algébre », « équations », etc.), obligeant le lecteur a bien
maitriser la nature de I’objet qu’il veut manipuler (cf. la rubrique « les fonctions » du
menu CmathOOoCAS dans le tableur).

La deuxieme grande idée qui guide la conception de mes activités est
I’articulation entre « expérimentation » et « conjecture ». C’est bien sir la qualité
premiere de D’ordinateur : calculer rapidement pour explorer de nombreuses
situations. La plupart des activités utilisant le tableur respectent cette logique. Avec
CmathOOo0CAS, il est possible d’aller plus loin. L’association de la feuille de calcul
et du calcul formel permet souvent une étude plus profonde des phénomenes étudiés
car I’apport du calcul formel est loin d’étre négligeable : il permet de changer la
nature de I’expérimentation. La ou le « tableur classique » se limite a une exploration
numérique, le « tableur formel » permet d’achever le travail par une réelle validation
de la conjecture émise pendant I’activité en s’affranchissant des valeurs numériques.
Ne disions nous pas a nos éleves que le résultat fourni par une machine ne pouvait
pas servir de preuve mathématique ? Les activités présentées plus bas prouvent le
contraire... méme si une validation uniquement informatique peut étre troublante
pour I’esprit (c’est pourtant une démarche couramment acceptée de nos jours, depuis
la démonstration du célebre théoréme des quatre couleurs qui partagea la
communauté scientifique en 1976).

Reprenons I’exemple d’utilisation de la fonction « nbderive ». L’ajout d’une
simple colonne et la recopie des formules permet de confirmer ou d’infirmer les
expressions supposées des fonctions dérivées :

APMEP
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1 [erivelods - OpenOffice.org Calt @
Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Dennées CmathOOQo0CAS Fenétre Aide &5
e-BEHaPEEE TH A D04 K- &l 3 ¥ i @

% $% GG o

H [ardal [l [+ A 4A

[k3 [~] fo X = [=NSDERIVE($A3;"*"K52)

A l B ] c [ o] e[ F ] @& H I K [
« [ 3 2 1 0 1 2 3 4 a
fonctions:
k 0 0 0 0 0 0 0 0 (I ——
X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T |
2 g E -4 -2 0 2 [ 6 8 3 |
3 18 27 12 3 0 3 12 7 48 a2 |
1h A6 -1 Bl -1 infinity | -1 114 118 | -116 -113"2
sqri(x) infinity | 1/2 | sart(2)i4 | sat(3)/6 | 14 | sari(ai(2%a)
cos(x) sin4) | sin(3) | sin@ | sin(l) 0| ~(sin(1)) | ~(sin(2)) | ~(sin(3))  -(sin(4))  -(sin(a))
sin(x) cos(4) | cos(3) | cos(2) cos{1) 1 cos{1) cos(2) cos(3) cos(4) cos{a)
In(x) infinity 1 102 10 104 1la
ey exp(-4)  exp(-3)  exp(-2) exp(-1) 9 exp(l) | exp(2) | exp(3) | exp(4) exp(a)
(1] (o] [+ ) () 7 CAS Fiinctions ', F ewille1 /Feuiles J | < [ | 3 |
bl mOUVTE| & @ - -0 -8B - - & i

Feuille 315 Standard sTD |* Somma=0 0—& @ |100%

Hllustration 4 : on pourrait penser qu’il n’y a plus rien a faire, tellement les résultats
s’obtiennent facilement ! Je ne le pense pas. Nous avons vu précédemment que [’utilisation
du calcul formel permettait aussi de travailler sur les propriétés de certaines fonctions (que
se passe-t-il en 0 lorsqu’on lit « infinity » ? Pourquoi ne voit-on pas —sin(...) dans toutes
les colonnes ?). Rien n’empéche ensuite de reprendre le crayon pour faire retrouver a la
main, par le calcul, l'une des expressions de la colonne K ou bien pour transformer
Uexpression de la fonction dérivée de x —x qui n’apparait pas ici dans sa forme

usuelle. ..

Le troisieme point commun des activités présentées ici est qu’elles tirent
avantage, soit du calcul exact, soit du calcul formel. Elles ne seraient pas réalisables
intégralement sans le couple « tableur-calcul formel ».

Les fiches de travail qui suivent s’apprécieront en se mettant dans la peau d’un
éleve, devant une feuille de calcul vierge... Bonne découverte !

1. Prendre en main CmathOQoCAS
a) le carré d’un nombre entier se terminant par 5

Une méthode simple permet de calculer mentalement le carré d’un nombre entier
N se terminant par 5. Essayons de découvrir cette méthode puis de la justifier.

1. A I’aide d’une feuille de calcul, nous allons balayer les nombres N de 15 a
155 (ou davantage selon vos envies...).
Dans, la premiere colonne, on placera le nombre de dizaines contenues
dans N.
Dans la seconde colonne, placer le chiffre des unités de N (donc 5).
Dans la troisieéme colonne, calculer la valeur de N.

2. Calculer dans la quatrieme colonne le carré de N.
Dans la cinquieme colonne, calculer le produit d X (d + 1) ou d désigne le
nombre de dizaines contenues dans N.

e
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3. En observant les résultats obtenus, expliquer comment il semble possible de

calculer mentalement le carré d’un nombre se terminant par 5.

Validation de la conjecture : nous allons suivre la méme démarche que

précédemment mais travailler sur un nombre entier N quelconque.

. Dans la colonne contenant les nombres de dizaines, remplacer 15 par d (entrer

=lldll)

Les colonnes suivantes devraient afficher #VALEUR!

Ceci est dii au fait que les opérations mathématiques de base du tableur (+, — , *, /,
A) ne savent travailler que sur des valeurs numériques alors que nous voulons
effectuer des calculs littéraux.

Les fonctions ajoutées par CmathOOoCAS pouvant opérer aussi bien sur des valeurs
numériques que sur des expressions formelles (entrées sous forme de texte, entre
guillemets), les opérations de base pourront donc étre remplacées par les fonctions
CSOMME(), CSOUSTRACTIONY(), CPRODUIT(), CQUOTIENT() et
CPUISSANCE(). Des raccourcis sont disponibles sous forme d’icones dans la barre
de menu.

. Modifiez les formules de la feuille de calcul pour n’utiliser que les fonctions

de CmathOOo0CAS.
Les "#VALEUR!" devraient disparaitre.

6. Démontrer alors la conjecture émise a la question 3.
b) Comparaison de deux fractions

Des regles vues au college permettent, dans certains cas favorables, de comparer
deux fractions. Voici un probléme ol ces regles ne sont pas applicables :

n n+1
et

n+l n+2

pour neN.

. Construire un tableau faisant apparaitre les valeurs exactes et arrondies a

10-¢ pres de ces deux fractions pour n < 15.

Aide : plusieurs constructions sont possibles.

*  construire une colonne « n » contenant les entiers de 0 a 15 puis a sa droite une
colonne « n+1 » et une colonne « n+2 ». On obtient les valeurs exactes des
fractions demandées en créant deux nouvelles colonnes a partir des formules
=cquotient(Al;Bl) et =cquotient(B1;CI)

* construire une colonne « n » contenant les entiers de 0 a 15 puis a sa droite une
colonne a partir de la formule =substituer("n/(n+1)";"n";Al) et une autre avec
=substituer("(n+1)/ (n+2)";"n";Al)

o A laide de l'éditeur de fonctions (icone CAS), définir une fonction f par

fln)= N , puis la compiler.
n+l1

Définir ensuite la fonction g par g(n)= n—*‘; , puis la compiler. Vous obtiendrez
n+

ceci :

APMEP
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Commandes CAS

~ Editeur de fonctions ~ Entrées et sorties du CAS

Les fonctions définies ici seront disponibles dans le Ligne de com_mande L

tableur une fois qu'elles auront été compilées avec succés. - to‘uche entrée pour valider

Il est possible également de les tester & partir de la ligne - fleches haut et bas pour rappel_er une commande
de commande ci-contre., - *?commande” pour afficher |'aide d'une commande

Rappeler une fonction déja {

définie dans ce document : i iste --
pour voir |a liste --> | « ) duCAD
Utiliser un modale de fonction :[pour voir |a liste --> | v Ajout de la fonction dans le tableur

% -> La fonction est disponible pour le tableur
Créer une nouvelle fonction :

gi(n) :=(n+l)/ (n+2) |1 | [Compilation
-> // Parsing g
// Success compiling g

[>

(n)=>in+l) / in+2)

Ajout de la fonction dans le tableur
-> La fonction est disponible pour le tableur

Compilation
-»> // Parsing f

// Success compiling f

(n) ->n/ in+l) =

CmathCOoCAS version 2010.04.26
-> 1458 aides disponibles

Cliquez sur « J’ai terminé » pour revenir dans le tableur et construire une colonne
« n » contenant les entiers de 0 a 15 puis a sa droite une colonne a partir de la
formule =f(A1) et une autre colonne a partir de la formule =g(Al).

On obtient ensuite les valeurs arrondies & 10~ © avec instruction =evaluer(B1;6)
(a adapter bien siir !)

2. Peut-on répondre au probléeme posé ?

3. Calculer dans une autre colonne la valeur exacte de —— — ntl .
n+l n+2
Commenter les résultats.
. n n+1
Aide : prendre exemple sur le calcul exact de —— et .
n+1 n+2

4. Sous la cellule contenant n = 15, ajouter une cellule contenant ="n" et recopier
les formules calculant ——, tl o _n _n+l
n+l n+2 n+l1 n+2

Répondre alors rigoureusement au probleme posé.

2. Des activités pour les éleves
a) Somme de trois entiers consécutifs

Cette activité va mettre en évidence tout I’intérét de la factorisation. On laisse la
machine effectuer des calculs algébriques qui dépassent parfois le niveau college
pour se concentrer sur le raisonnement. On aboutira a une généralisation de cette
propriété dans certains cas.

On veut montrer que la somme de trois entiers consécutifs est toujours
divisible par 3.

1. Créer une feuille de calcul sur le modele ci-dessous et utiliser uniquement la

e
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fonction « csomme » pour vérifier cette propriété sur quelques exemples (il
est possible, avec quelques formules bien choisies de remplir tout le tableau
en donnant uniquement un nombre de départ dans la cellule A2) :

[2 [+] fo 2 = |
A B [ C [ D
Fremier entier Deuxieme entier Troisiéme entier Somme des trois entiers

2. Ala derniére ligne du tableau, remplacer le « premier entier » par n.
a) Qu’obtient-on comme « somme des trois entiers » ?
b) A I’aide de la fonction « cquotient », diviser cette somme par 3 puis
simplifier le résultat (icone « simplifier »).
¢) Pourquoi ce résultat est-il entier ?
d) Comment I’obtenir par le calcul ?
e) A-t-on ainsi démontré cette propriété ?

Production attendue :

g D253 [~| fu B = [=CcsoMME(A25:825:C25)
A | B [ c D E
1 Premier entier Deuxidme entier Troisiéme entier Somme des trois entiers

2 2 k] [
3 4 a
4 5 12
5 [ 15
[ 7 18
7 ] 21
8 ] 24
g 10 27
10 11 30
11 12 33
12 13 36
13 14 39
= 14 15 42
-] 15 16 45
16 17 48
& 17 18 51
. 18 19 54
] 19 20 57
@ 20 21 60
5 21 22 63
. 2 23 66
23 24 69
24 25 72

- ne2 i

00y Feuillel / Feulle? <I < L | »

On veut savoir si, plus généralement, la somme de deux entiers
consécutifs est divisible par 2, la somme de quatre entiers consécutifs est
divisible par 4, etc.

1. Cette propriété est-elle vraie pour la somme de deux entiers consécutifs ? pour
quatre ?

2. A I'aide de I"éditeur de fonctions (icone « CAS ») compléter puis compiler

e



Devalland-Texte_Mise en page 1 15/01/11 06:48 Page55

APMEP
n© 492

o

Un tableur formel au collége et au lycée 55

I’algorithme suivant qui calcule la somme de p entiers consécutifs en
commencgant a n :

fonction pSommes(n,p)
local s:=0;
pour k de n jusque . .. .. faire

fpour
retourne s
ffonction

A Iaide de la ligne de commande, utiliser la fonction pSommes pour calculer
quelques sommes de deux puis quatre entiers consécutifs pour confirmer la
réponse a la question 1.

. Utiliser encore cette fonction pour calculer quelques sommes de cinq entiers

consécutifs.
Que constate-t-on ?

Reproduire puis remplir le tableau suivant en utilisant la fonction pSommes

| (a1 |~| fw E = |8
A B [
1 |Somme de p entiers consecutifs.
2 p=5
3
4 Premier entier Somme
5 b
6 2
7, 3
8 4
] ]
10 4
11 T
12
13 g
14 10
15 11

Cela suffit-il a démontrer la propriété pour cing entiers consécutifs ?

. Remplacer un des entiers par n. Dans la colonne C, demander la

simplification du résultat obtenu.
Comment conclure rigoureusement quant a la somme de cinq entiers
consécutifs ?

. En testant des valeurs de p impaires, vérifier que la propriété reste vraie.

. En testant des valeurs de p paires, vérifier que la propriété est toujours fausse.

Production attendue :
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pw (B2 fu B = [=PsommEs(AzaB32)
: A [ B ] C
1 |Somme de p entiers cunséc_u‘t\'fs
(=] 4 Premier entier Somme.
5 1 15
5 2 20
7 3 25
£l 8 1 30
9 5 35
10 6 40
= [ T 45
12 8 50
i 13 g 55
14 10 60
B EE 11 65
16 12 70
@ 7 13 75
18 14 80
8 15 85
20 16 a0
Y = 17 a5
_| EE 18 100
E=2 19 105 Simplification
24 n ned e A ran2] 510
25 Factorisation :
26 55(n+2)

Prolongement : démonstration des conjectures
8. A l'aide de I’éditeur de fonctions (icone « CAS ») compiler cette nouvelle
définition de la fonction pSommes :
pSommes(n,p):={return(somme(k,k,n,n+p-1))}

et vérifier sur des exemples qu’elle calcule toujours la somme de p entiers
consécutifs en commengant a n. Les curieux pourront regarder la syntaxe de
cette fonction « somme » en tapant ?somme dans la ligne de commande.

9. Entrer la valeur 2 ¢ + 1 dans la cellule B2.
Calculer la forme factorisée du résultat simplifié (utiliser la fonction
"factoriser").
Peut-on conclure ?

10. Terminer I’étude de cette propriété pour les nombres p pairs.

Production attendue :
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C26 |~| fe ® = [=FACTORISER(C24)
A | B [S
1 |Somme de p entiers consécutifs. B
2 p=|2g+1
3
4 Premier entier Somme
5 1 ((1+2*q+1)"2-1-2%0-1)12

2 ((2+2*q+1)42-2-2*g-1)/2-1

3 ((3+2*q+1)"2-3-2*q-1)i2-3
8 4 ((4+2*q+1)"2-4-2*0-1)/2-6

5

6

((5+2*q+1)"2-5-2*0-1)i2-10
((6+2*q+1)"2-6-2*q-1)i2-15

11 7 ((7+2°q+1)72-7-2%-1)i2-21
12 8 ((8+2°q+1)72-8-2%-1)/2-2
13 g ((3+2°0+1)72-0-2%0-1)/2-36
14 10 ((10+2%+1)42-10-2*g-1)/2-45
15 11 ((11+2*q+1)"2-11-2*g-1)/2-55
16 12 ((12+2%+1)"2-12-2*0-1)/2-66

i 13 ((13+2*q+1)42-13-2g-1)/2-78
18 14 ((14+2%+1)42-14-2%g-1/2-91

& 15 ((15+2*q+1)A2-15-2*g-1)/2-105

& [ 20 16 ((16+2q+1)72-16-2%g-1)/2-120

- 17 ((17+2°q+ 1A 2-17-2q-1)/2-136

H[ 23 18 ((18+2°q+1)A2-18-2q-1)/2-153

23 19 ((19+2°q+1)*2-16-Z°- 12171 | Simplification
24 n ((M+27q+1)72-n-27g-1)/2-(N2-n)12 | 2°n"g+n+ 270" 2+
25 Factorisation @
2
27

b) un tour de magie
Julien aime faire ce tour de magie a ses camarades :

Il leur demande :
a) de choisir un nombre (noté N) compris entre 1 et 987 dont tous les chiffres
sont différents.
b) d’écrire tous les nombres possibles en mélangeant les chiffres de N.
¢) d’additionner tous ce nombres.
d) de diviser le résultat obtenu par la somme des chiffres de N

Apres avoir demandé combien N a de chiffres, il est capable de dire le résultat obtenu
a la derniere étape.

Pour comprendre comment ce tour fonctionne, nous allons travailler d’abord avec un
nombre N compris entre 10 et 98 dont tous les chiffres sont différents (en choisir un).

1. Expérimentation :
a) Ouvrir une nouvelle feuille de calcul. Dans une cellule inscrire le chiffre
des dizaines de N et dans une autre le chiffre des unités. Ecrire en colonne les
nombres répondant a la demande b de Julien (attention, les nombres de cette
colonne doivent varier lorsque N change).
b) Calculer dans une cellule la somme de tous ces nombres (demande c).
¢) Afficher dans une cellule le résultat final (demande d).
d) En faisant varier le chiffre des unités et des dizaines de N, conjecturer
comment Julien peut deviner le résultat pour n’importe quel nombre N a deux
chiffres.

2. Validation de la conjecture :
Nous allons transformer la feuille de calcul pour travailler sur un nombre N
quelconque, écrit sous la forme « du » ou d désigne le chiffre des dizaines de

57
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6.

N et u le chiffre des unités.

a) entrer la formule ="d" dans la cellule du chiffre des dizaines de N et ="u"
dans celle des unités.

b) les fonctions +, *, / du tableur ne savent pas travailler avec des expressions
littérales. Modifier la feuille de calcul pour utiliser les fonctions : csomme,
cproduit et cquotient (par exemple, pour additionner deux expressions, il faut
entrer : =csomme(expressionl;expression2)).

c) expliquer pourquoi le dernier résultat trouvé valide la conjecture émise
en 1d.

. Reprendre ce travail pour un nombre N a 3 chiffres.

Rédiger un algorithme qui détaille ce que doit répondre Julien pour deviner le
résultat lorsque N est compris entre 1 et 987.

Prolongements :

. Julien peut-il demander un nombre entre 1 et 9876 ? Si oui, que devient

I’algorithme de la question 4 ?

Pourquoi faut-il que tous les chiffres soient différents ?

c) A la recherche d’un minimum

Dans un rectangle BCDE, on place un point H sur le segment [BC]. On trace ensuite
un quadrilatere HIJK tel que BH = CI =DJ = EL et tel que I € [CD], J € [DE] et
K € [EB]

I.
2.
3.

Construire cette figure dans un logiciel de géométrie dynamique.
Conjecturer la nature du quadrilatere HIJK.

Afficher I’aire A de la surface du quadrilatetre HIJK et conjecturer les
variations de A en fonction de la longueur BH.

. On va étudier avec le tableur les variations de A.

On appelle L la longueur du rectangle et / sa largeur.
On pose BH = x cm.
a) Déterminer une expression de 1’aire A en fonction de x, L et [.
b) Avec I’éditeur de fonctions, définir une fonction « aire » de la facon
suivante :
aire(L,l,x):={

return( mettre ici I'expression trouvée a la question a );
}
¢) pour un rectangle de longueur 10 cm et de largeur 6 cm, construire une
feuille de calcul calculant A, pour des valeurs de x comprise entre O et 6 cm
(inscrire les valeurs 10 et 6 dans des cellules et y faire référence lors de 1’appel
a la fonction aire)

. Pour quelle valeur (notée x_; ) de x obtient-on un minimum ? Combien vaut-

il ? Est-on certain d’avoir trouvé le minimum ?

APMEP
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6. Ajouter une ligne affichant A pour x cm. Quel type d’expression obtient-on
pour A ?

7. Demander 1’affichage de la forme canonique de A et conclure quant a la
valeur de x__

8. En faisant varier la longueur et la largeur du rectangle BCDE, conjecturer une
relationentre x_, ,Let].

9. En étudiant la forme canonique affichée, démontrer la conjecture émise a la
question précédente en donnant au tableur les valeurs L et | comme longueur

et largeur.

Production attendue a la question 7 :

aire minimale = Openoffice.org Calc

Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données CmathOOo0CAS FenétreszAid
B-rEFe@P8ce B XBO0s6-4-@LE §
=il »
B [Anal W [JAdAa EEEE=E 4%
o B13 fu T = [=aiRe(A33:833:A13)
3 A | B e [ B E F -
= 2 | longueur largeur
3 10 | 6
4 =
<) x aire de IJKL
6 0 60
7 1 46 ||
=l8=s 2 36
9 3 30
10 4 28
EI ¥ & 30
12 | 6 36 forme développée forme canonigque
I3 X 60-(10-x)"-X"(6-X 2*x"2-16"%+60 2*(x-4)2+28
14
15 L]
16 .
¥ ] o) ) (o] NS Filnetions ', F ewilled /Feiille2 4 | <] I B
B/ MOVTERG-©-¢ -M-B-%-|V s &y
.!F=u|||=2f4 [ Standard [ | 0 @ & @ |100%

3. Des problemes dont I’activité est a créer
a) un autre tour de magie

Ecrire une activité permettant d’expliquer le tour de magie suivant :
« Demandez a une personne d’écrire sur une feuille de papier les réponses a ces
questions :

1. Combien de fois par semaine aimes-tu manger du chocolat ? (le chiffre doit
&tre compris entre 1 et 9).

Multiplie ce chiffre par 2.
Ajoute 5.
Multiplie le résultat par 50.

[ S VS I S

Si tu as déja fété ton anniversaire en 2010 ajoute 1760. Si tu n’as pas encore
fété ton anniversaire cette année ajoute 1759.
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6. Maintenant retranche 1’année de ta naissance (nombre de quatre chiffres).

Le résultat est un nombre de trois chiffres. Demandez ce nombre a la personne. Vous
pouvez alors lui annoncer :

— Le nombre de fois qu’elle aime manger du chocolat par semaine (c’est le premier
chiffre).

— Son age (c’est le nombre formé par les deux derniers chiffres) ».

Remarque : plusieurs approches sont possibles : construction d’une fonction formelle
apres avoir élaboré un algorithme, construction d’une feuille de calculs faisant
apparaitre les étapes successives, ...

b) composées de fonctions

La décomposition d’une fonction f en fonction élémentaires permet de justifier de
nombreuses propriétés de f (ensemble de définition, variations, limites, ...). Pourtant,
la notion de composée d’une fonction, opération souvent confondue avec la
multiplication au moment de I’apprentissage, nécessite une mise en pratique
importante pour qu’elle soit bien assimilée. Il est facile avec la fonction « substituer »
de CmathOOoCAS de construire une activité-jeu demandant de trouver la
décomposition de fonctions données a 1’avance en utilisant uniquement les fonctions
de référence.

Une fois la méthode bien comprise, on peut ajouter des questions concernant la
commutativité, la recherche d’ensemble de définition, etc.

¢) les fractions égyptiennes ; algorithme de Fibonacci-Sylvester

On appelle fraction égyptienne toute fraction utilisée par les Egyptiens : 2/3 et
celles ayant 1 au numérateur. Toutes les autres fractions étaient écrites comme étant
. . . 1m 2 1 8 1 1 2 1 1
la somme de fractions égyptiennes. Par exemple, —==+—, —=—+—, —=—+—.
12 3 415 3 5 7 4 28
(source : http://www.recreomath.qc.ca/dict_egyptienne_f.htm)

En 1201, Fibonacci (Léonard de Pise 1175-1250) trouve un algorithme, qu’il
décrit sans démonstration dans son livre « Liber abaci » paru en 1202. :

« Soustraire a la fraction donnée la plus grande fraction égyptienne possible,
répéter I’opération avec la nouvelle fraction, et ainsi de suite jusqu’a ce que
I’opération donne une fraction égyptienne. »

Cet algorithme donne une décomposition en fractions égyptiennes tout rationnel
r € [0; 1] Cette méthode a été redécouverte en 1880 par James Sylvester. On appelle
cette méthode « algorithme glouton » de Fibonacci-Sylvester. James Sylvester a
démontré que I’algorithme donne bien une décomposition en un nombre fini de
fractions unitaires.

Construire une activité mettant en oeuvre cet algorithme pour décomposer un
nombre rationnel en fractions égyptiennes. On pourra mettre en évidence que cette
décomposition n’est pas unique ni toujours la plus courte. Les dénominateurs sont

APMEP
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parfois tres grands, dépassant les capacités d’un tableur « classique ». Il n’y aura bien
slir pas de probleme avec OpenOffice+CmathOOo0CAS. Par exemple, cet algorithme

1 1 1 1 1
donne : —=-—+-——+ + +
121 25 757 763309 873960180913 1527 612795642 093418 846 225
alors que S s’écrit aussi S L+ L+ L
94 o1 12133 121 363"
o |ALLiriy 177 | e ) e | il
& A B
el 1 521 inverses
G 2 |fractions egyptiennes: restes
3 |U25 51121
<l 4 |1757 43025
: 5 |1/763308 312289925
+ 6 |1/873960180913 2/1747920361825 |8739601809
) 7 |1/1527612795642093418846225 1/15276127956420%1527612795!
8 0 @jinfinity
X 9 3 s
10 |Décomposition
2 Eh12] = 1/25 2 U

[l e
Hllustration 5 : Merci a Alain Busser qui m’a

donné cette idée et construit le document
00o0Calc+CmathOOoCAS correspondant.

d) nombres équirépartis, nombres univers

Définition : On dit qu’un nombre réel x est équiréparti si, dans la suite infinie
constituée des décimales de x (parfois il peut y avoir beaucoup de zéros !), chacun

des chiffres de 0 a 9 a une fréquence d’apparition de %

La fonction evaluer(nombre;nb_décimales) permet d’obtenir autant de décimales que
I’on souhaite d’un nombre donné. Exploiter cette fonction pour étudier si certains
nombres sont équirépartis ou non (nombres entiers, décimaux, nombres de la forme

l, T, V2 ,etc.).
n

On peut également jouer avec les nombre « univers » : tout nombre réel dont la suite
des décimales contient toute suite finie choisie a I’avance. (Le nom donné a ces
nombres se justifie par le fait que, a condition de numériser I’information, le
développement décimal d’un tel nombre renferme aussi bien le prochain tirage du
loto, le prochain sujet du controle de mathématiques, 1’édition complete des
Misérables (1800 pages dans la collection La Pléiade), I’ceuvre compléte de Mozart
(ou des Beatles), la toile de La Joconde pixel par pixel, mais aussi tout le code
génétique de chacun d’entre nous, ... ! Un tel nombre renferme donc dans son
écriture décimale tout ce qui existe, existera ou a jamais existé (en nombre fini) dans
I’univers.)



